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У статті розглянуто задачу стійкості тришарової пластинки симетричної будови 
за товщиною з легким трансверсально-ізотропним заповнювачем, що підкріплена одним 
повздовжнім ребром жорсткості з урахуванням дії поздовжніх сил у серединних площи-
нах зовнішніх шарів та в ребрі. Обґрунтовано актуальність питання стійкості саме 
підкріплених тришарових пластинок, які вивчені недостатньо. Відзначена відсутність 
практичних та теоретичних баз для параметричних досліджень стійкості зазначених 
пластинок. 

Зазначено, що за допомогою варіаційного принципу Остроградського– Гамільтона 
отримані рівняння руху тришарової пластинки симетричної будови, підкріпленої ребрами 
жорсткості у двох взаємно перпендикулярних напрямах з урахуванням дії подовжніх сил 
у серединних площинах зовнішніх шарів і ребрах, граничні умови й умови по лініях ребер. 
Під час виведення рівнянь передбачалося, що заповнювач легкий, а ребра мають однакову 
жорсткість в одному напрямку й розташовані на однакових відстанях. Для зовнішніх 
несучих шарів приймалися гіпотези Кірхгофа–Лява, а для заповнювача і ребер – лінійний 
закон зміни тангенціальних переміщень за товщиною та враховувався згин ребер у верти-
кальній площині. 

Отримані диференціальні рівняння стійкості ділянки пластинки, яка замкнена 
між ребром та краями пластинки, без урахування згинальної жорсткості зовнішніх 
шарів. За допомогою граничного переходу отримані умови по боках пластинки та лінії 
ребра за наявності на опорних кромках діафрагм без урахування крутильної жорстко-
сті ребер.

Отримано рівняння стійкості тришарової пластинки симетричної будови з легким 
трансверсально-ізотропним заповнювачем, підкріпленої одним повздовжнім ребром жор-
сткості. Отримані рівняння для визначення параметру жорсткості та параметру кри-
тичних сил. Проаналізовані форми втрати стійкості зазначеної пластинки.

Ключові слова: тришарова пластинка, легкий заповнювач, ребро жорсткості, стій-
кість, жорсткість пластинки, жорсткість ребра, параметр зсуву, параметр жорстко-
сті, параметр критичних сил, рівняння стійкості тришарової пластинки, граничні умови.
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Yemelianova T.А. Investigation of a three-layered hinge-supported plate supported by one 
longitudinal rib of rigidity 

The article considers the problem of stability of a three-layer plate of symmetrical structure 
in thickness with a light transversely isotropic filler, supported by one longitudinal rigidity rib 
taking into account the action of longitudinal forces in the middle planes of the outer layers 
and in the edge. The urgency of the question of the stability of the reinforced three-layer plates, 
which are insufficiently studied, is substantiated. The lack of practical and theoretical bases for 
parametric studies of the stability of these plates is noted.

It is noted that the equations of motion of a three-layer plate of symmetrical structure 
supported by stiffening ribs in two mutually perpendicular directions taking into account 
the action of longitudinal forces in the middle planes of outer layers and ribs, boundary conditions 
and conditions along ribs are obtained using the Ostrogradsky-Hamilton variational principle. 
In deriving the equations, it was assumed that the filler is light, and the edges have the same 
stiffness in one direction and are located at equal distances. The Kirchhoff-Lev hypotheses were 
accepted for the outer bearing layers, and the linear law of change of tangential displacements in 
thickness was accepted for the aggregate and edges, and the bending of the edges in the vertical 
plane was taken into account.

Differential equations of stability of the section of the plate, which is closed between the edge 
and the edges of the plate, without taking into account the bending stiffness of the outer layers. 
By means of the boundary transition, the conditions on the sides of the plate and the rib line 
are obtained in the presence of diaphragms on the bearing edges without taking into account 
the torsional stiffness of the ribs.

The equation of stability of a three-layer plate of symmetrical structure with a light transversely 
isotropic filler, supported by one longitudinal stiffening rib, is obtained. Equations are obtained 
to determine the stiffness parameter and the critical force parameter. The forms of loss of stability 
of the specified plate are analyzed.

Key words: three-layer plate, lightweight aggregate, rigidity, stability, rigidity of the plate, 
rigidity of the ribs, shear parameter, rigidity parameter, stability equation of a three-layer plate, 
boundary conditions.

Постановка проблеми. Останнім часом шарові конструкції, а саме тришарові 
пластини, знаходять широке застосування в таких наукоємних галузях, як промис-
лове та цивільне будівництво, літакобудування, суднобудування тощо. Проблема 
стійкості тришарових конструкцій висувається на перший план, оскільки з метою 
економії маси вони виконуються таким чином, що зовнішні обшивки є тонкими, 
а серединний шар є легким. Тришарові пластини за порівняно невеликої ваги 
володіють високими характеристиками міцності та жорсткості та в разі належного 
вибору параметрів вони можуть сприймати значні навантаження. Однак великий 
вплив поперечних деформацій зсуву заповнювача на роботу зовнішніх шарів може 
спричинити втрату стійкості конструкції в цілому, тому доцільно підкріплювати 
тришарові пластини ребрами жорсткості [1].

Дослідженням стійкості непідкріплених тришарових пластин присвячене 
досить багато публікацій [2; 3; 4; 5]. У роботах [6; 7] наведено чисельні методи 
розрахунку зазначених пластин на стійкість. Розрахункам на стійкість підкрі-
плених тришарових пластин присвячено незначну кількість праць [8; 9; 10], і ці 
дослідження не носять систематичного характеру. Тому пошук нових методів 
розв’язання задач на стійкість підкріплених тришарових пластин, які дозволять 
отримати найбільш точні розрахункові параметри, є актуальною задачею.

У статті розглядається пружна стійкість тришарової пластини з легким тран-
сверсально-ізотропним заповнювачем, що підкріплена одним повздовжнім ребром 
жорсткості (рис. 1). 

Метою дослідження є отримання рівняння стійкості тришарової пластини 
симетричної будови з легким трансверсально-ізотропним заповнювачем, що під-
кріплена одним поздовжнім ребром жорсткості з урахуванням дії поздовжніх сил 
у серединних площинах зовнішніх шарів та в ребрі.
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Аналіз останніх досліджень і публікацій. Під час побудови розрахункової 
моделі тришарової пластини, підкріпленої ребрами в повздовжньому та попе-
речному напрямках, використовувався варіаційний принцип Остроградського – 
Гамільтона та були прийняті такі гіпотези: для зовнішніх несучих шарів – гіпотези 
Кірхгофа – Лява, а для заповнювача і ребр – лінійний закон зміни тангенціаль-
них переміщень за товщиною та враховувався згин ребер у вертикальній площині 
[11, с. 126–130]. Отримано диференціальні рівняння стійкості ділянки пластинки, 
яка замкнена між ребрами або між ребрами та краями пластинки з урахуванням дії 
сил у серединних площинах зовнішніх шарів [11, с. 135].

Також установлено граничні умови ділянки оболонки, замкненої між ребрами. 
За допомогою граничного переходу отримано умови по лініях ребер з урахуван-
ням і без урахування деформацій зсуву в ребрах, але без урахування крутильної 
жорсткості ребер [11, с. 139].

 

 Рис. 1. Схема тришарової пластинки з легким заповнювачем,  
яка підкріплена одним повздовжнім ребром жорсткості

Виклад основного матеріалу дослідження. Отримаємо вирішення задачі 
стійкості без урахування згинальної жорсткості зовнішніх шарів, уважаючи 0=D . 
Ураховуючи 02 === TDω , отримаємо систему диференціальних рівнянь у вигляді
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Граничні умови по боках пластинки (рис. 1а) за наявності на опорних кромках 
діафрагм мають вигляд:
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Крім цього, для переміщень вище та нижче ребра маємо
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�,2h � товщина зовнішніх шарів та заповнювача; G3 – модуль зсуву заповнювача; 
E,� �  модуль пружності та коефіцієнт Пуассона зовнішніх шарів; u1, v1, u2,v2 – 
тангенціальні переміщення серединних площин верхнього та нижнього шарів; 
w – прогин оболонки.

Вирішення задачі для нижньої частини пластини шукаємо у вигляді
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Для верхньої частини пластини рішення має вигляд, аналогічний (8).
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Якщо не враховувати зсув у ребрі, вважаючи Gp � �,  з (10), отримаємо

( )

( )

2 2
2 21 7 8 4 2 3 3 1 8 1

1 2 5 3 6 32
1 0 2 2 0 2

2
2 23 1

1 22 0,

r r r r r r r rr r r r
k k nn

r
n

β α β αβ β
β β β

β α β β

   
− + − + + + −   
   

− − =

           (12)

У (12) позначено:

1,2,3
1,2,3 ,

2
r tgh

πβ
=  

2 2

4 2 2 ,
2 t t

n nr mπ γ δ
α α

 
= − 

 
 ( )5,6 4 7,81 ,r r r= +

2
2

7,8 0 1,22 ,nr k β
α
 

= − 
 

  * .kD
bD

 =
                                           

 (13)

Тут kD −  згинальна жорсткість ребра. 
Визначаємо значення параметра γ з рівняння стійкості (12). Вирішуючи рів-

няння стійкості (12) відносно γ, матимемо
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Якщо задатися критичним напруженням mt для пластини, з (14) можна визна-
чити відповідне йому значення γ, а по ньому, відповідно до (13), знайти необ-
хідний момент інерції ребра, що підкріплює. При цьому критичне напруження 
mt не повинно перевищувати критичне напруження шарнірно опертої пластинки 
шириною в/2. Якщо ж критичне напруження підкріпленої пластинки стає рівним 
критичному напруженню шарнірно опертої пластинки шириною в/2 і з параме-
тром k0 (9) в чотири рази більшим, то, як зазначалося вище, отримаємо критичне 
значення параметра � �� 0.� За визначення � �� 0  зі (14) значення mt, що входить 
в (14), та параметри β1 і β2 (9) слід визначати за рівнянням

2
1

2
1 1

02
1

0

24
2

1 4 1 1 .
2

1 4 1
2

t

n
n nm s k

nk

α
α

α
α

 
+        = + + +               + +  
   

                          (15)

Тут n1=1,2,3…, 

2

,
12
Hs

δ 
 
 =  .a

b
α =

Оскільки характеристики жорсткості ребра і пластинки приймаються одного 
порядку, то деформації зсуву ребра прямокутного перетину надають малий вплив 
на величину критичної сили, й ними можна знехтувати.
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Висновки і пропозиції. Внаслідок того, що пластинка з ребром є системою, 
симетричною відносно осі Х, випинання пластинки буде або симетричним, або 
антисиметричним, за якого ребро жорсткості залишається прямим (рис. 1 в, с).

В останньому випадку вузлова лінія випучування пластинки збігається з віссю 
ребра, і кожна половина пластинки поводиться як вільно оперта пластинка дов-
жиною а і шириною в/2. У цьому випадку критичне навантаження пластинки 
з ребром сягає свого максимального значення.

Антисиметрична форма втрати стійкості (рис. 1с) має місце в разі, коли відно-
шення згинальних жорсткостей більше деякого значення γ0 , яке будемо називати 
критичним.

У разі збільшення � �� 0  ми вже не будемо отримувати збільшення критичного 
навантаження для пластинки (воно буде залишатися постійним і рівним критич-
ному навантаженню вільно опертої пластинки шириною в/2).

 Симетрична форма втрати стійкості (рис. 2 в), за якої ребро жорсткості згина-
ється разом із пластинкою, має місце за � �� 0.  За � �� 0  можливі обидві форми 
втрати стійкості.

Отже, дослідження можна обмежити розглядом лише симетричної форми 
втрати стійкості й визначенням критичного значення � �� 0 .
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